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Bokmål
Tirsdag 6. august 2013

Tid: 09.00 – 13.00

Hjelpemidler (kode C): Enkel kalkulator
Rottmann: Matematisk formelsamling

Sensur: 27. august 2013.

Alle svar skal begrunnes, og det skal være med så mye mellomregning at fremgangsmåten fremgår tydelig av
besvarelsen.

Oppgave 1 La C være den lukkede kurven i xy-planet bestående av den rette linjen fra (0,0) til (π/2,0), den
delen av grafen til y = cos x som ligger mellom (π/2,0) og (0,1), og den rette linjen fra (0,1) til (0,0). La C være
orientert mot klokken.

La vektorfeltet F være gitt ved

F(x, y) = (y2 +x5e−y6
) i+ (x + y −x6 y5e−y6

) j.

Regn ut linjeintegralet ffi
C

F ·Tds.

Oppgave 2

a) Vis at de to vektorvaluerte funksjonene r1 og r2, gitt ved

r1(α) = 2cosα i+2sinα j , 0 ≤ α≤π
r2(t ) = −t i+

p
4− t 2 j , −2 ≤ t ≤ 2,

beskriver samme kurve.

b) Bestem krumningen κ til kurven.
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Oppgave 3 Gitt dobbeltintegraletÏ
R

f (x, y)dA =
ˆ 1

0

ˆ 1−
p

1−y2

0
f (x, y)dx dy,

der f er en kontinuerlig funksjon, skissér integrasjonsområdet R, og uttrykk integralet som et iterert integral
der integrasjonsrekkefølgen er byttet om.

Oppgave 4 La f være funksjonen gitt ved

f (x, y) = x2 y + 1

3
y3 −x2 −2y.

a) Finn de kritiske punktene til f og bestem typen til disse.

b) Finn den minste verdien til f på sirkelen x2 + y2 = 6.

Hva blir den minste verdien til f i området x2 + y2 ≤ 6?

Oppgave 5 La T være legemet i 1. oktant (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0) beskrevet ved ulikheten

x2 + y2 + z2 ≤ a2,

der massetettheten δ er gitt ved

δ(x, y, z) = k
√

x2 + y2 + z2 ,

for en fiksert konstant k. Bestem massesenteret (lik tyngdepunktet) til T .

Oppgave 6 La vektorfeltet F være gitt ved

F(x, y, z) = 2xz i+ f (x, y) j+x2 k,

der f er en to ganger kontinuerlig deriverbar, ukjent funksjon.

a) For hvilke(n) f er vektorfeltet F konservativt?

b) La S1 være flaten gitt ved

z = 1−x2 − y2, z ≥ 0,

og la S2 være flaten gitt ved

x2 + y2 ≤ 1, z = 0.

La n1 og n2 være enhetsnormalvektorene til henholds-
vis S1 og S2, begge med positiv k-komponent. La f være
funksjonen gitt ved f (x, y) = 2x + y .

Vis at
0 ≤ curlF ·n1 ≤ curlF ·n2

(i betydningen at det finnes en konstant c > 0 slik at
curlF ·n1 ≤ c på S1 og curlF ·n2 ≥ c på S2).

Vis at Ï
S1

curlF ·n1 dσ=
Ï

S2

curlF ·n2 dσ.

Formelliste følger vedlagt på neste side.
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Formelliste

Dekomponering av akselerasjonsvektor:

a(t ) = v ′(t )T(t )+κ(t )v2(t )N(t )

Annenderiverttesten er basert på:

fxx fy y − f 2
x y

Koordinatsystemer:

Sylinderkoordinater (r,θ, z):

x = r cosθ, y = r sinθ, z = z

r 2 = x2 + y2, dV = r dz dr dθ

Kulekoordinater (ρ,ϕ,θ):

x = ρ sinϕcosθ, y = ρ sinϕsinθ, z = ρ cosϕ

ρ2 = x2 + y2 + z2, dV = ρ2 sinϕ dρdϕdθ

Flateintegral:

dσ=
∣∣∣∣ ∂r

∂u
× ∂r

∂v

∣∣∣∣ du dv

Tyngdepunkt og treghetsmoment for romlige legemer:

x̄ = 1

m

Ñ
T

x dm, ȳ = 1

m

Ñ
T

y dm, z̄ = 1

m

Ñ
T

z dm, dm = δ(x, y, z)dV

Ix =
Ñ

T
(y2 + z2)dm, Iy =

Ñ
T

(x2 + z2)dm, Iz =
Ñ

T
(x2 + y2)dm,

IL =
Ñ

T
R(x, y, z)2 dm

Vektoranalyse:

Greens teorem:

ffi
C

P dx +Q dy =
Ï

R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA

Divergensteoremet:
Ï

S
F ·n dσ=

Ñ
T

divF dV

Stokes’ teorem:

ffi
C

F ·T ds =
Ï

S
(curlF) ·n dσ


