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Lgsningsforslag

La R betegne omradet C omslutter, det vil si
2 T
R:{(x,y)E[R ‘OsyScosx,OsxsE}.

y

SIE

Ved Greens teorem (Stokes’ teorem i planet) s er

“Tds = 9 5 he V= 02 5—y6) _ff _
?gCFTdS—fjl;(ax(x+y x’y’e™ ) ay(y +x’e V)| dA= R(l 2y)dA

m/2  pcosx /2 7T
:/ / (1—2y)dydx:/ (cosx—cos’x)dx=1-—.
o Jo 0 4

a) Viobserverer at

Ir1(a)| = Ir2 (D) = 2.

Begge funksjonene angir en kurve som starter i (2,0) og
slutter i (—=2,0), der kurven er orientert fra hayre mot
venstre. Begge har j-komponent som er storre eller lik
0 overalt pa kurven. Altsa beskriver begge parametrise-
ringene ovre halvdel av sirkelen med radius 2 og sen- X
trum (0,0), der sirkelbuen er orientert fra hgyre mot -2 2

venstre.
b) Krumningen for en sirkel med radius r er konstant lik 1/7, slik at krumningen i véart tilfelle er kon-

stant lik 1/2,

1
K=—.
2

Fra0<y<1,0=<x<1-+/1-y2 serviat (x,y) ligger innenfor
enhetskvadratet [0, 1] x [0, 1], og at y

S1: x=0,0sy<1 and S;: y=1,0=x=<]1,
er to sider av R. Den tredje siden er grafen til funksjonen y — x(y), 1

det vil si
. —1-/1-2
S3: x=1 1-y%, O<sy=<l. S, S3

Da0 < x,y =<1, er dette ekvivalent med

x-1%+y*=1,

' X
som angir enhetssirkelen med sentrum i (1,0). Ved a lgse ut for y 1
far vi,
S3: y=vV1-(x-1?2  0=<x<],
slik at

1 pl=y/1-)2 1,1
(x,y)dxd :/ / (x,y)dydx.
/0/0 ooy y 0 \/1—(x71)2f ey
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a) Vihar at

For 4 finne de kritiske punktene ser vi pd V f (x, y) = 0, det vil si,

Vi(x,y) =2x(y—Di+ (x%+y* - 2)j.

2x(y-1)=0 1)
+y?-2=0. )
Ligning (1) medforer x = 0 eller y = 1. Innsatt for x = 0 (2) far vi y = +v/2. Innsatt for y = 11 (2) far
vix==l.
Altsa er (0,+v/2) og (+1, 1) kritiske punkter.
La A: R? — R veere gitt ved

A, Y) = fex (6, 1) fyy (6, ) = ey (x, 1)1% = 4y(y— 1) — 4x°.
Da
A0, ~V2) = =4v2(-V2-1) >0, fex(0,-V2)=2(-V2-1)<0

A0,v2) =4v2(V2-1)>0, fex(0,V2) =2(vV2-1) >0
A(1,1)=-4<0,

sa gir annenderiverttesten at (0, — v2) er et lokalt maksimum, (0, v/2) et lokalt minimum ogat(+1,1)
er sadelpunkter.

b) La g: R?> — R vere gitt ved
gx,y) =x"+y%,

som gir Vg(x,y) = 2xi+2yj.
De nodvendige og tilstrekkelige betingelsene for minste verdi er gitt ved

Vf=AVg,  g(xy) =6.
FraVf = AVg farvi
2x(y-1)=A1-2x 3)
¥ +yP-2=21-2y. 4)
Innsatt for g(x,y) = x%+ y2 = 6 kan vi skrive (4) som
4=2-2y. 4"
Ved & gange (3) med y/2 og (4') med x/2, for deretter & trekke de fra hverandre far vi
x(yy-D-2)=x(y+1)(y-2)=0,

somgirx =0, y=—1leller y=2. Innsattfor x =0i g(x,y) =6farvi y = +/6. Innsatt for y=-1i
g(x,y) =6farvi x = +v/5. Innsatt for y =21 g(x,y) =6 farvi x = +v/2.

Ettersom
for (x, ) = (0,+v6)

0
fy=3%  for(x,y)=(*Vv2,2)
-2 for (x,y) = (xv5,-1)
far vi at den minste verdien til f pa sirkelen x? + y? = 6 er lik —25/3.
Alle de kritiske punktene vi fant i a) ligger i omradet x> + y? < 6. Da

4
f0,:VD=F2VE  og  fEELD=-3,

far vi at den minste verdien til f pa omradet x? + y? < 6 inntreffer langs randen, naermere bestemt i
punktene (+ v5,1) og har verdien —25/3.

If tma4105 13k 6. august 2013 Side 2



Eksamen i TMA4105 Matematikk 2 6. august 2013

Massen til T er fordelt symmetrisk i 1. oktant (x = 0, y = 0, z = 0) for kulen p < g, slik at massesenteret

(X, , z) ma tilfredstille X = y = z. Massen til T er gitt ved

w2 pml2
m= ///dm ff 6(x,y,2)dV = / / /kppsm(pdpd(pdG

1
:—a kn/ sm(pd(p——a km.
8 0

Ettersom

w2 w2
fff zdm = fff z0(x,y,2)dV = / / / pcosg-kp-p?sinpdpdpdd

=—a kn/ cos<ps1n(pd<p——a kn/ sm2<pd(p——a kn
0

10

far vi at

1 2
Z=—fff zdmz—a.
m T 5

Altsa er massesenteret til T punktet (2a/5,2a/5,2a/5).

@ a) Da F er definert for alle (x, y,2z) € R® (og R® er enkeltsammenhengende) vet vi at F er konservativt

hvis og bare hvis curl F = 0. I vart tilfelle er
0
curlF = —f k.
o0x

Altsa er curl F = 0 hvis og bare hvis f; =0, som igjen vil si at f er uavhengig av x.

b) Innsatt for den oppgitte funksjonen f far vi at
curl F =2k.
Fra oppgaveteksten har viat n; = ai+ Bj+ vk, der a®> + g2 +y? =1 0gy = 0. Altsa er

curlF-n; =2y =0,

paS;, dery=1-a2-p2<1.
Ettersom ny, =k s er
curlF-n; =2
p&ol So.
Altsé er
0 <curlF-n; < curlF-n,.

ff curlF-nldU:ff curlF-n;do
S1 S2

da S; og Sy har samme randkurve med samme induserte orientasjon.
(Legg merke til at (* *) ikke motsier (*), da arealet av S er stgrre enn arealet av Sy.)

Stokes teorem gir at

(%)

(%)
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